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Problema 1
a) Suma a trei numere 1n progresie aritmetica este egald cu 21. Daca acestora li se adund numerele 2,3 si 9

atunci se obtin alte trei numere in progresie geometrica. Determinati cele trei numere initiale.
b) Arétatl Cé 52n+l _2n+2 +3n+2 .22n+1 ' 19’ vn 21

Solutie:
a) Se considera numerele in progresie aritmeticd a—r, a, a+r = a-r+a+a+r=21 < a="7... 1p
Atunci avem numerele: 7—p, 7, 7+ carora le adunam 2,3 $19 = 99—, 10, 16+ r sunt in

progresie geometricd <« 10° = (9_ r) . (16 + r) S TP TI=BA =0 e
cusolufiile r =—11si r, =4.
Atunci numerele sunt 18, 7, —45aU 3, 7, 11 oo 1p

b) Fie P(n):5%"-2"2+3"2.2"" 119, Vn>1.

I. Etapa de verificare: P(l):53 2343323 21216 =19:-64° 19 (A) e 1p
I1. Etapa de demonstratie: P(k) N P(k + 1), adicd presupunem P(k) (52 okt2 | gk 92k 1 19(A)

si trebuie demonstrat ci P(k + 1) . §2hH3 pk+3 y 3kH3 22643 119 este adevirat.

Din 521,02 4 3842 2241 1 19— 3M € N astfel incat 5271 - 2n42 = {9 — 3n+2.p2n+1 Ip
AtunCi 52k+3 X 2k+3 + 3k+3 X 22k+3 — 52 . 2 . 52k+l . 2k+2 + 3 X 22 . 3k+2 . 22k+1 —
S0(19M =3+ 2% 412.342.221 = 50.19M - 372 (50-12)=

19-(50M—2-3"+2-22"“) 119 = P(k+1)este adevarat.

Din I si II, pe baza principiului inductiei matematice, rezulta cd cerinta este verificata...................... 2p
Problema 2
Se dau functiile f,,,, g: R — R date prin:
x+1, xe(—oo,2] x—l,xe(—oo,3]
fm(x)= ,m€ER, g(x): 43 . Se cere:
mx—3, xe(2,) T,xe(_?,,oo)

a) Determinati functia s =go f,.



b) Studiati monotonia functiei f , pentru toate valorile m € R.

Solutie:

f()=L Al
(A3, 1,

x+1<3s51x<2
3x—3<3six>2

a) :R-> R, h(x):(goﬂ)(x):

x+1-1,
3x-3-1,

—(x+1+3), x+1>3s1x<2 =
:

1 3x-3+43), 3x-3>3s51x>2
3

X, x<281x<2
3x—4, x<2six>2
h(x)=11

5@%4% x>251x<2

X, x>2s1x>2

b) Pentru x e (—oo,z] avem f (x) = x +] care este 0

x)S3

(x)>3

. Deci, h(X) = X, VX E R o

functie strict crescatoare. ...........ccceeeuvveeenn.

Pentru x e ( 2,00) avem f ( x) — mx —3 a carei monotonie variaza astfel:

Cand m <0 avem f functie strict descrescatoare, ceea ce inseamna ca functia nu va fi monotona

pe R.

Cand m >0 avem f functie strict crescatoare. Trebuie studiatd monotonia pe R.

Cand x<2 = x+1<3 = f, ((—0,2])=(-=0,3]

Cand x>2 = mx-3>2m-3 :>fm((2’oo)):(2m—3,oo) ...........................................................

Deci, f ((—oo 2]) "L, ((200)) = (=00, 3] M (271=3,00)-cevevrvvvvvvvvreviiiiiii s

Functia f raméne strict crescatoare pe R daca imaginile celor doua ramuri ale functiei nu au

puncte comune, adicd 3<2m-3 < m>3.Cum m>0 = me [3,00). .........................................

Pentru m e (0, 3], imaginile vor avea puncte comune, deci funcfia nu mai este monotona pe R......

Cand m =0 avem f ' functie constanta, £, ( x) = -3, ceea ce inseamna ca functia nu va fi

monotona pe R, deoarece 3¢ f, ((—oo, 2]) = (—oo, 3].

Problema 3

Calculati expresiile:
a) E=2sin (—756° ) +co0s54° —cos (—486° ) +sin’216°

+cos*144°;

1p

1p
0,5p

0,5p
0,5p
0,5p

0,5p
0,5p

0,5p



sin(ﬁ—x}-cos(ﬂ+xj-sin(37z—x)
2 2

(r . S5t
sin| —+x -sm(7z+x)-cos X——
(2 j ( 2)
Solutie:

a) FE= 2sin(—756°)+ cos 54° —cos(—486°)+ sin?216° +cos®144° =

b) F=

=-25in756" +c0s 54" —cos486° +5in> 216" +¢0s° 144" = s 1p
=-2sin36" 4+ cos 54" —cos 126 +(—sin 36° )2 +(—cos36° )2 = et 1p
. ) ) o . 1
=-2sin36° +sin36° —Sll’l(—36) +51n2 36° +c052 B0 = s p
CSiN36 4836 +SIN36 1=1 e Ip
sin| Z—x |-cos| Z+x -sin (37 —x) 6x0.5
2 2 cosx-sin (-x)-sinx X0,
b) F= - —1 =3p

Sin(;[+xj-sin(7z+x)-cos(x—52”j  cos(-x)(-sinx) sinx

Problema 4

In trapezul ABCD, AB||CD si AC~BD = {0} Notam cu G, centrul de greutate al A AOB si cu

G, centrul de greutate al ADOC . Aratati cd pentru orice punct M din plan are loc egalitatea:

Solutie: R Yy Y TR Y
in a40B: MG -MATMBMO .. 1p
D F C
o, Cum M—O:M—E+E—O:%(m+m)+%@, ....... 1p
obtinem
G R T N e
i MGI:—(MA+MB)+—-—(MA+MB)+—-—G10: P
- s 3 32 32
A
1y — 1=
MGlzz(MA+MB)+EGIO. (1) e, 1p
y Analog, M—Gzzé(m+m)+§§o @) e 2p

Din relatiile (1) si (2) obtinem: 2(1\7(;1 +MG2) =MA+MB+MC+MD+GO+G,0, c.ctd. ... 1p



